L. Mereu — A. Nanni Integrali definiti

7. Volumi dei solidi di rotazione

Rotazione attorno all’asse x
Sia f(x) una funzione continua e non negativa in [a; b].

Il volume del solido ottenuto dalla rotazione attorno all’asse x del trapezoide D limitato dalla
curvay = f(x), dall’asse x, dalle rette x = a e x = b ( vedi fig. 1) e dato dalla formula

Ve = nf(ffz(x)dx.
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Se f(x) e g(x) sono funzioni continue e 0 < g(x) < f(x) in [a; b] il volume del solido ottenuto
dalla rotazione attorno all’asse x del dominio D delimitato dalle due curve e dalle rette x = a e

x = b (vedifig. 2 ) e dato dalla formula

v, = [ [f?(x) — g*(x)]dx.

— f(z)
Y ///.’,
/ ‘II.\
1
:rl‘l D '|‘w
[ 1 I 1
|,'||| : s
Lo P g(z)
P LR
o SARE
s il
T Ty LT
[ B !
O M 0 T
AR lnl':
[ vl
RN [
vl Ly
'l Pl
\ll ll‘l
|\‘J ‘II
L ‘] I
vl
M)
‘\I;‘
Fig. 2



L. Mereu — A. Nanni Integrali definiti

Rotazione attorno all’asse y
a) Sia f (x) una funzione continua e positivain [a; b] ,con0 < a <b.

Il volume del solido ottenuto dalla rotazione attorno all’asse y del trapezoide limitato dalla curva
y = f(x), dall’asse x, dalle rette x = a e x = b ( vedi fig. 3 ) e dato dalla formula

V, =2n fab xf (x)dx.
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Fig. 3
b) Se x = g(y) & una funzione continua e non negativa in [c;d], con 0 < ¢ < d. Il volume del
solido ottenuto dalla rotazione attorno all’asse y del trapezoide D limitato dalla curva x = g(y),

dall’asse y e dalle rette y = c e y = d ( vedi fig. 4) & dato dalla formula

d
v, = ﬂf g()*dy
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Esempi
1) Consideriamo il dominio D in figura delimitato dall’asse x e dalla parabola y = —2x? + 8x — 6
(fig. 5) e calcoliamo il volume del solido che si ottiene ruotandolo di un giro completo :

a) attorno all’asse x;
b) attorno all’asse y.

Fig. 5
a) V, = nff’(—ZxZ + 8x — 6)%dx = i—:n
b) V, = anlgx(—sz +8x —6)dx = 33—271

2) Sia D il dominio delimitato dalla parabola x = —y? + 4y + 1, dall’asse y e dallerettey = 0 e

y = 4 (fig. 6) . Il volume V,, ottenuto dalla rotazione del dominio D attorno all’asse y e dato da:

Fig.6
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Vy=m [/ (=y*+ 4y + D?dy = =T
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Esercizi
( gliesercizi con asterisco sono avviati )

*1) Calcolare il volume del solido generato dalla rotazione completa della regione delimitata dalla
curva y = \/x, dall’asse x e dalle rette x = 1 e x = 4 attorno

a) all’asse x ; b) all’asse y.

*2) Calcolare il volume del solido generato dalla rotazione completa della regione delimitata dalla
curvay = sin?x e dall’asse x con 0 < x < 7 attorno

a) all’asse x ; b) all’asse y.

3) Calcolare il volume del solido generato dalla rotazione completa della regione delimitata dalle
curvey = e*ey =e *edallerettex =0ex = log2 attorno

a) all’asse x ; b) all’asse y.

*4) Calcolare il volume del solido generato dalla rotazione completa della regione delimitata dalla
curvay = x3 edall’asse x con —1 < x < 0 attorno

a) all’asse x ; b) all’asse y.

*5) Calcolare il volume del solido generato dalla rotazione completa della regione delimitata dalla

X

42
curvay = e~ * edall’asse x con 0< x < a attorno all’asse y.

Calcolare, inoltre, il limite di tale volume per a = 4.

6) Calcolare il volume del solido generato dalla rotazione completa della regione delimitata dalla

1
curvay = —e dall’asse x con 1< x < a attorno all’asse x .

Calcolare, poi, il limite di tale volume per a - oo,

7) Calcolare il volume del solido generato dalla rotazione completa della regione delimitata dalla
1 e e .
curvay = —e dall’asse x con 0 < a < x < 1 attorno all’asse y ; calcolare, poi, il limite di tale

volume pera - 07.

8) Calcolare il volume del solido generato dalla rotazione completa della regione delimitata dalla
curvay = 2V2x — x? e dall’asse x con 0< x < 2 attorno all’asse x .

*9) Calcolare il volume del toro generato dalla rotazione attorno all’asse x del cerchio limitato
dalla circonferenza x? + (y — 2)? = 1.

Soluzioni
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*1.S.a) 1757T;b)%7f;(5i ha V, =7Tf14(\/})2dx = ”ffxdx :12_5”;

V, =2n ffx\/de = %n (vedi figura );
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*2.S. a) ETI,'2 ’ b);,
1-cos(2x)

2
(a)V, = nfonsin‘*xdx = T[fon( ) dx = %fon(l — 2c0s(2x) + cos?2x)dx =

2
T, 1+cos(4x))
= —f (1 — 2cos(2x) + —) dx = -
470 2
b) V, = 2m fonxsinzx dx =7Tf0nx(1 — cos(2x)) dx ,
I'integrale [ xcos(2x) dx si calcola per parti ... ) ;
3.S. a) Zn ; b) m(5log2 —3);

*4.S. a) g; b)%n;(l/;, =2n f_01|x||x3|dx = an_olx“dx )

*5.5. 1(1—e%); n;(V, =2n foaxe_"2 dx = -7 foa —2xe™ dx = -



L. Mereu — A. Nanni

+ ~ \ y: Eii‘
S
-1 iiio;‘—_— 7c_7‘——i;5:" 1 15
a
3
n(a3-1) = 16
6.S. (3a3 )"5" 7.S. —2mloga ; +o0; 8. S. ST

*9,S. 412 ; (ottenute le due funzioniy =2+ V1 —x2ey =2 — V1 — x?,
2 2
il vqumeédatoda;Vx=7Tf_11[(2+\/1—x2) —(2-V1—x2) ]dx=
=167rf01\/1—x2 dx ,

Integrali definiti

I'integrale geometricamente rappresenta I'area di un quarto di cerchio di raggio 1... ) ;



