
L. Mereu – A. Nanni Integrali definiti 
 

1 
 

3.  Integrali definiti per sostituzione  

   Esercizio risolto 

     ∫
𝑒𝑥−1

𝑒𝑥+1
 𝑑𝑥

1

0
                            

       Poniamo:      𝑒𝑥 = 𝑡       ⇒      𝑥 = 𝑙𝑜𝑔𝑡       ⇒       𝑑𝑥 =
1

𝑡
𝑑𝑡  

       Sostituiamo e calcoliamo l’integrale indefinito: 

∫
𝑡 − 1

𝑡(𝑡 + 1)
 𝑑𝑡 

  Scomponiamo la funzione integranda: 

𝑡 − 1

𝑡(𝑡 + 1)
= − 

1

𝑡
+ 

2

𝑡 + 1
 

 Pertanto si ha: 

∫
𝑡 − 1

𝑡(𝑡 + 1)
 𝑑𝑡 = − ∫

1

𝑡
𝑑𝑡 + 2 ∫

1

𝑡 + 1
 𝑑𝑡 =  −𝑙𝑜𝑔𝑡 + 2 log(𝑡 + 1) + 𝑐 

Ora si può procedere in due modi : 

a) si risostituisce  𝑒𝑥 = 𝑡  , quindi si ha : 

∫
𝑒𝑥−1

𝑒𝑥+1
 𝑑𝑥

1

0
=  [−𝑙𝑜𝑔𝑒𝑥 + 2𝑙𝑜𝑔(𝑒𝑥 + 1)]0

1 =  [−𝑥 + 2𝑙𝑜𝑔(𝑒𝑥 + 1)]0
1 =      

                     = −1 + 2𝑙𝑜𝑔(𝑒 + 1) − 2𝑙𝑜𝑔2 = 2𝑙𝑜𝑔
𝑒+1

2
− 1 

b) si cambiano gli estremi d’integrazione trasformandoli in estremi in 𝑡 : 

essendo  𝑒𝑥 = 𝑡   se  𝑥 = 0 ⇒  𝑡 = 1 ,  se 𝑥 = 1 ⇒ 𝑡 = 𝑒  , pertanto si ha  

∫
𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
 𝑑𝑥

1

0

= ∫
𝑡 − 1

𝑡(𝑡 + 1)
 𝑑𝑡 = [−𝑙𝑜𝑔𝑡 + 2 log(𝑡 + 1)]1

𝑒 =
𝑒

1

 

                          = −𝑙𝑜𝑔𝑒 + 2𝑙𝑜𝑔(𝑒 + 1) − 2𝑙𝑜𝑔2 = 2𝑙𝑜𝑔
𝑒+1

2
− 1    

 

Esercizi     

( gli esercizi con asterisco sono avviati )             

*1)    ∫
√𝑥+1

𝑥−√𝑥−2
𝑑𝑥

1

0
                            *2)    ∫ 𝑒−𝑥√𝑒−𝑥 + 1

𝑙𝑜𝑔2

0
 𝑑𝑥                                 

*3)     ∫ 𝑥𝑒√𝑥 𝑑𝑥
4

0
                               *4)  ∫ √8 − 𝑥2 𝑑𝑥

2

0
        

*5)  ∫ (𝑥 + √4 + 𝑥2 )𝑑𝑥
1

0
                 *6. ∫  

1

1+𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑥

𝜋

2
𝜋

3
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Soluzioni 

*1. S.  2 − 4𝑙𝑜𝑔2 ; ( porre √𝑥 = 𝑡 ⇒ 𝑥 = 𝑡2 ,   𝑑𝑥 = 2𝑡𝑑𝑡;  𝑥 = 0 ⇒ 𝑡 = 0,   𝑥 = 1 ⇒ 𝑡 = 1 

∫
2𝑡(𝑡+1)

𝑡2−𝑡−2
𝑑𝑡 = 2 ∫ (1 +

2(𝑡+1)

(𝑡+1)(𝑡−2)
) 𝑑𝑡 = 2[𝑡 + 2𝑙𝑜𝑔|𝑡 − 2|]0

1 = ⋯
1

0

1

0
  ) ;    

*2.S.  
4√2

3
−

√6

2
 ;  (porre 𝑒−𝑥 + 1 = 𝑡 ⇒ 𝑥 = − log(𝑡 − 1) , 𝑑𝑥 = −

1

𝑡−1
 dt       

𝑥 = 0 ⇒ 𝑡 = 2, 𝑥 = 𝑙𝑜𝑔2 ⇒ 𝑡 =
3

2
 , ∫ (𝑡 − 1)√𝑡

3

2
2

 (−
1

𝑡−1
) 𝑑𝑡 = − ∫ √𝑡

3

2
2

 dt=…) ;  

*3. S.  4(𝑒2 + 3) ;   (porre √𝑥 = 𝑡  poi integrare per parti ) ;        

*4.S. 2 + 𝜋; ( posto 𝑥 = 2√2 𝑠𝑖𝑛𝑡,    𝑑𝑥 = 2√2 𝑐𝑜𝑠𝑡 𝑑𝑡  , si ha  

 ∫ √8 − 𝑥2 𝑑𝑥
2

0
= ∫ √8 − 𝑠𝑖𝑛2𝑡 

𝜋

4
0

2√2 𝑐𝑜𝑠𝑡 𝑑𝑡 =8∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑡𝑑𝑡 = 4
𝜋

4
0

∫ (1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑡)𝑑𝑡 =. .
𝜋

4
0

    )               

*5. S. 
1+√5

2
+ 𝑙𝑜𝑔

3+√5

2
 ; ( posto √4 + 𝑥2 + 𝑥 = 𝑡 ⇒ √4 + 𝑥2 = 𝑡 − 𝑥 ⇒ 𝑥 =

𝑡2−4

2𝑡
⇒ 𝑑𝑥 =

𝑡2+4

2𝑡2 𝑑𝑡,  

 𝑥 = 0 ⇒ 𝑡 = 2, 𝑥 = 1 ⇒ 𝑡 = 1 + √5,  ∫ (𝑡 ∙
𝑡2+4

2𝑡2  ) 𝑑𝑡 = ⋯ )
1+√5

2
;  

*6.S. 1 −
√3

3
   (posto 𝑡𝑔

𝑥

2
= 𝑡 ⇒ 𝑥 = 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑡 ⇒ 𝑑𝑥 =

2

1+𝑡2  𝑑𝑡, cos𝑥 =
1−𝑡2

1+𝑡2 

  𝑥 =
𝜋

3
⇒ 𝑡 =

√3

3
 , 𝑥 =

𝜋

2
⇒ 𝑡 = 1, da cui sostituendo e semplificando ∫  𝑑𝑡 = 1 −

1
√3

3

√3

3
  ). 

 

 


