L. Mereu — A. Nanni Calcolo differenziale

10. Funzioni crescenti e decrescenti- Massimi , minimi, flessi a tangente orizzontale

Sia f una funzione definita in E € R.

Definizione
Si dice massimo ( minimo ) della funzione il pit grande ( piccolo ) dei valori che essa assume in
E.

Definizione
Si dice che x, € E & punto di massimo locale o relativo per la funzione f se esiste un intorno
I c E dixgtaleche:
fx) < fxo) VxEINE
Se per x # xg risulta
fx) < fxo)
Il punto x; si dice punto di massimo locale o relativo proprio.
Analogamente :
Si dice che xy € E' & punto di minimo locale o relativo per la funzione f se esiste un intorno
I C E dix, tale che:
f(x) = f(x) Vx€e€INE
Se per x # xg risulta
fx) > f(xo)

Il punto x, si dice punto di minimo locale o relativo proprio.

Il valore f(x,) si dice rispettivamente massimo o minimo locale o relativo.

Teorema
Se xy € (a; b) & un punto di massimo o minimo locale della funzione f e la funzione &
derivabile in x, allora

f'(x) =0

Definizione
Una funzione f si dice crescente ( decrescente )in un intervallo (a; b) se, presi
comunque due punti x; e x, € (a; b), con x; < x, risulta

fl) <f(xz)  (f(x1) > fxz) )

Teorema
Una funzione continua nell’intervallo chiuso e limitato [a; b], derivabile in ogni punto interno a
tale intervallo e tale che sia :
f'x) >0 Vx € (a; b)
& crescente in [a; b]; se invece & :
f'(x) <0 VxE€(a;b)
la funzione & decrescente in [a; b].
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Esempi

Determinare zeri e segno della derivata prima delle sequenti funzioni, studiando cosi la crescenza e
decrescenza delle funzioni e eventuali massimi, minimi o flessi a tangente orizzontale:

x%-3
x+2

1L f)=

La funzione e continua e derivabileVx # —2 e si ha:

>0 Vx€ (—o0;—3)U(—1;+x)
=0 perx=-3Vx=-1
<0 Vxe (-3;,-2)u(-2;,-1)

x%+4x+3
(x+2)2

F'(0 =

v

ff + 0 - oo - 0 +

A U N

Quindi f(x) & decrescente in ( —3; —2) U (—2; —1), crescente in(—o0; —3) U (—1; + )

Da questo si deduce che :

e x = —3 & un punto di massimo relativo
e x =—1 ¢ unpuntodi minimo relativo
Essendo

f(3)=-6 f(-1)=-2
| corrispondenti punti sul grafico hanno coordinate
Massimo (—3; —6) minimo (—1;—2)

2. f(x) =xlog3x
La funzione & continua e derivabileVx € ( 0; +00) e si ha:

>0 Vx€ (e 31)U(1;+x)
f'(x) = log3x + 3log?x = log*x(logx +3){=0 perx=e3Vx=1
<0 Vxe (0;e73)

Quindi f(x) & decrescente in ( 0; e™3), crescente in(e™3; 1) U (1; +),

v
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Da questo si deduce che :

e x = e 3 &un punto di minimo relativo

Calcolo differenziale

e x =1 & ascissadiun punto diflesso a tangente orizzontale.

Essendo

fle®)=-27¢7° f(1)=0

| corrispondenti punti sul grafico hanno coordinate

Minimo (e™3; —27e73)

Esercizi

( gli esercizi con asterisco sono avviati )
*1) f(x) =3x2—2x+ 1

*3) f(x) = x* + 2x3 — 2x2

125

"S)f() = o (x = (e + 1)

3
*7) f(x) = %2 + 2+ —

*9) f(x) ==

*11) f(x) = 2e* — e?*

*13) f(x) = xe*™*’

*15)f (x) = 2log(e? +2) - =
*17) f(x) = xizlogx

*19) f(x) = arctg(x* — x?)

Flesso (1;0)

*2) f(x) = (8x — 1)°
) f) =5 — T

*6) f(x) ==

1+x2

*8) f(x) = =

2+x
*10) f (x) = sinx(1 + cosx) per x € [0; 2m]
*12) f(x) = e*+e 2 + 1
*14) f(x) = log?(x + 1) — 2log(x + 1)
*16) f(x) = 3xlogx
*18) f(x) = \/i;logx

*20) f(x) = arctg(x? + 1)
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Metodo delle derivate successive

Sia f una funzione derivabile in (a; b) quante volte occorre. Si ha il seguente :

Teorema
Se nel punto x, € (a; b) sono verificate le seguenti condizioni :
f'(xo) =f"(xg) =+ = f(n_l)(xo) =0 e f(n)(xo) #0
si avra uno dei seguenti casi :
a) seneéparie
Ff™(x,) <0 il punto x, & di massimo locale
™ (x,) >0 il punto x, & di minimo locale
b) sen e dispari il punto x, € ascissa di un punto di flesso a tangente orizzontale
f™(x,) >0 flesso ascendente
f™(x,) <0 flesso discendente

Esempi
a) f(x) =x*+2x3— 2x?
la funzione & dotata di derivate di ogni ordine in R . Calcoliamo gli zeri della

derivata prima :

fl(x) =4x3+6x2—4x =0 per x =—-2,x =0, x=%,
Calcoliamo in tali punti la derivata seconda :

f"(x) =12x* + 12x — 4

f'(=2)=20>0 = x=—2 eépuntodi minimo relativo

f"(0)=-4<0 = x =0 épuntodi massimo relativo
f" (%) =5>0 > x =§ e punto di minimo relativo
_x5_xt 3
b) f() =7 -5 —x
la funzione & dotata di derivate di ogni ordine in R . Calcoliamo gli zeri della

derivata prima :

fl(x) =x*—2x3-3x2=0 perx=—1,x=3,x=0
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Calcoliamo in tali punti la derivata seconda :

f'"(x) = 4x3 — 6x% — 6x

f'(-1)=-4<0 = x=-1  épuntodi massimo relativo
f"(3)=36>0 = x=3 € punto di minimo relativo
Poiché

f'@) =0

calcoliamo in zero la derivata terza:
f"(x) =12x?> —12x — 6
f""(0)=-6<0 = x = 0 e ascissa di un punto di flesso a tangente
orizzontale discendente
c) f(x)=sinx(1+ cosx) perx € [0; 2m]
la funzione & dotata di derivate di ogni ordine in [0; 27] . Si ha
f'(x) = (cosx +1)(2cosx —1) =0 perx = g;x = gn;x =T

f"(x) = sinx(—4cosx — 1)

£ (g) - _%E <0 = x= g & punto di massimo relativo

5 5 . . .
f (?") = %E >0 = x= ?” é punto di minimo relativo
f”(T[) — O

calcoliamo la derivata terzain r :
f'"(x) = —8cos?x — cosx + 4
f"(m)=-3<0 = x = m € ascissa di un punto di flesso a

tangente orizzontale discendente

Esercizi
*1) f(x) = (x — D?3(x = 2) *2) f(x) = ex? — logx
*3) f(x) = e*(1 - 2) ) f(x) =
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Soluzioni

*1.S. f'(x) =6x—2 = 0perx=§;

. (1 . 1 1 .. . 1 2
f crescente in (5; +00) , decrescente in (—00; 5); x =z punto di minimo relativo : (5;5) ;

*2.S. f'(x) =48(8x —1)°> =0 perx = %;

. (1 . 1 1 . . 1
f crescente in (g; +00) , decrescente in (—00; g); X =z punto di minimo relativo ; (5; 0) ;

*38. f'(x) =4x3+6x2—4x=0
1 . 1
per x =0,x =—-2,x = E; f crescente in (=2;0) v (E, +00) ’

decrescente in (—o0; —2) U (0; %) ; x = —2 punto di min locale : (—2; —8),

x = 0 punto di max locale : (0;0), x = % punto di min locale : G, _116) ;

*4.8. f'(x) =x*—2x3—-3x?=0 per x =-1,0,3;

f crescente in (—o0; —1) U (3; +00) , decrescente in (—1;0) U (0; 3) ;

x = —1 punto di massimo relativo : (—1; %), x =3 punto di minimo relativo : (3; — %),

(0;0) punto diflesso a tangente orizzontale;

*5.5. f'(x) = %(x— 2)2(x+1)(GBx—-1)=0 perx = —1,x = % ,X=2;

f crescentein (—o0; —1) (é, +00>; decrescente in (—1; g),

1 S . 1 36
X = punto di minimo relativo ; (—' ——);

5’ 25
x = —1punto di massimo relativo (-1;0), flesso(2;0);

x%+4+2x-1
(1+x2)?

f crescente in (—00; -2 — 1) U (\/f —1; +00), decrescente in (—\/7 —-1;V2 - 1) ;

)

*6.S. f'(x) = =0 perx=FV2-1;

x = —/2 — 1 punto di max locale : (—\/7 —-1;

x=+2-1 punto di minimo locale : (\/7 -1 _1_2ﬁ) ’

64

(4_x)2—4=0 perx =0,x =8;

*7.5. f'(x) =

f crescentein (0;4) U (4; 8); decrescente in (—0; 0) U (8; +);

minimo (0; 2), massimo (8;-62);

% ’ _ 2—x _ _ .
8S. f'(x) = R 0 perx=2;
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. . . 2
f crescente in [0; 2); decrescente in (2; +00); massimo (2;%);

—3x-2

* ! = = = — E .
9.8. f'(x) = N CTTE 0 perx ;
. 2 ) 2 _
f crescente in (—1, — 5) , decrescente in (—5, 0) U (0; +o0) ;

2 . 2 33
X = —Epuntod|max. rel. : —3 T )

*10.S. f'(x) = (cosx +1)(2cosx —1) =0 perx = g, T, gn;

: 5 . 5
f crescente in [0;%) U (gn; 2m] , decrescente in (g, n) U (n;gn) ;

m 33

i . 5 3v/3
X =37 punto di max. rel. : 3,

5
) x——npuntodlmm rel. : (?;_T:

(m; 0) punto di flesso a tangente orizzontale ;
*11.S. f'(x) = 2e* —2e?* =0 perx=0;

f crescente in (—o0;0); decrescente in (0; +0); massimo (0; 1);
*12.S. f'(x) = e* —2e72* =0 perx = logV2;

f crescente per x > log3/2 , decrescente per x < log/2 ;

x = log¥/2 punto di min. rel. : (log3\/7; 33\/?2) ;

*13.S. f'(x) = e**" (1 —2x%) =0 perx = i\/%;
f crescente in (—\%;%); decrescente in (—oo; —\/%) U (\/_, +00)
minimo (_T’ —\%e%) massimo(%;\/—lie%);

*14.5. f'(x) = 20D - g

perx = e — 1; f crescente in (e — 1; +), decrescente in (—1;e — 1),

x = e — 1 punto di min relativo: (e — 1; —=1) ;

*15.8. f'(x) = =0 perx=0;

e2x+2
f crescente per x > 0, decrescente per x < 0; x = 0 punto di min. rel. : (O;zlog?:);
*16.S. f'(x) =3(logx+1) =0 perx = é;

. 1 .1 . 13
f decrescente in (0;;);crescente|n (E;"'OO)" minimo (E;_E);
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1- Zlogx

*17.8. f'(x) = =0 perx =+e;

f crescente in (0;+e); decrescente in (ve; +0); massimo (‘/EJ i)

*18.S. f'(x) = 2;3%’“ =0 perx =e?;

. 1 i 2
f crescente in (0;e?); decrescente in e? ; +00); massimo (ez ig)?

x2(4x-3)
(x%-x3)2+1

*19.8. f'(x) = =0perx=0ex=%;

f crescente in G; +00) , decrescente in (—o0; 0) U (O; 2) ;

X = Z punto di min. rel. : G; — arctg %) ; (0;0) punto di flesso a tangente orizzontale ;

2x
14+ (x2+1)?

*20.S. f'(x) = =0 perx=0;

f decrescentein (—o0; 0 ); crescente in (0 ; +00); minimo (O?E)?

Metodo delle derivate successive
*1S. f'(x) =(x—1)(Bx—=5) =0 perx=lex = g,

f'"(x)y=6x—-8; f"(1)<0; f" (g) > 0 ; Massimo (1;0); minimo(?; —i);

27

*¥2S8.x>0; f'(x) =2ex—i= 0 perx=\/%

f"(x) =2e +xi2; f" (\/ﬁ>>0 Mmlmo(\/_ 1+ log\/_)
*3.8. f'(x) =e*(—2x—1) =0 perx= —%
fl'(x) =e*(=2x—-3); f" ( —%)<O, Massimo( —3,7_)

(2x -1)

*4.8. f'(x) = =0 perx= +—,

fr = I, (L L) <o (L) >0

-, —\/Z); minimo (i;@);

massimo| —
(-5 7



